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1. Ubung zu Methoden der Signalverarbeitung —
Losungshilfen

Einflhrung

Aufgabe 1: Wahrscheinlichkeit

Mit Hilfe zweier Abfiillmaschinen werden Flaschen mit Wasser befiillt. Hierbei soll pro Flasche
11 eingefiillt werden. Aufgrund von Verzoégerungen beim Offnen und Schlieflen der Ventile kann
mit diesen Maschinen die Abfiillmenge nur mit einer Standardabweichung von 0,061 eingehalten
werden. Der systematische Fehler sei vernachléssigbar.

a) Es ist bekannt, dass das abgefiillte Volumen bei einer der Maschinen einer Gleichverteilung
folgt. Ist es wahrscheinlicher, dass eine Flasche mit etwa 0,91 oder etwa 0,81 befiillt wird?
Bestimmen Sie hierzu die Intervallbreite der Gleichverteilung.

b) Bei der anderen Maschine folgt das Volumen der eingefiillte Wassermenge einer Normalver-
teilung. Ist es wahrscheinlicher, dass eine Flasche mit etwa 0,91 oder etwa 0,81 befiillt wird?

c¢) Welcher der beiden Maschinen wiirden Sie kaufen, wenn Sie moglichst genau 11 einfiillen
sollen?

Losung

a) Mit der Standardabweichung ¢ = 0,06 und dem Mittelwert = 1 berechnet sich die Lange
des Bereichs der moglichen abgefiillten Volumen zu:

_ 1 2
=35 (pta—(u—a))
_ 1 2
— 20 = 0,2078.

Dies liefert den Abfiillbereich [0,89611; 1,10391]. Somit ist es wahrscheinlicher, dass die Flasche
mit etwa 0,91 befiillt wird.

b) Mit dem Mittelwert 1 = 1 und der Standardabweichung ¢ = 0,06 ergibt sich die Wahrschein-
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lichkeitsdichte an den Stellen 0,8 und 0,9 zu:

2
flx) = ;exp (_(x—pt)) mit

2.07

Da £(0,9) einen groferen Wert aufweist als f(0,8), ist es wahrscheinlicher, dass die Flasche mit
etwa 0,91 befiillt wird.

¢) Die Maschine aus Aufgabenteil b).

Aufgabe 2: Korrelation und Kovarianz diskreter Zeitsignale

Gegeben sind die Signale y;(n) und y,(n), die als Realisierungen eines Zufallsprozesses angesehen
werden konnen:

va(n) | ya(n)
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a) Bestimmen Sie die Werte der Korrelationsfunktion r, , (k) fiir die Zeitverschiebungen k €
{-3,0,3}.

b) Bestimmen Sie die Werte der Kovarianzfunktion C, , (k) fiir die Zeitverschiebungen k €
{—3,0,3}. Bei welcher der drei betrachteten Zeitverschiebungen besitzen die Signale die grof3-
te Abhédngigkeit? Wie ldsst sich der Unterschied zu den berechneten Korrelationswerten erkla-
ren?

Losung

a) Die Werte der Korrelationsfunktion konnen folgendermafien bestimmt werden:

Ty, (K) = E{y1(n + k) yo(n)}

AN G+ k) ya(i),  fallsk >0
% Zf\g{k y1(i) - ya(i—k), fallsk <O.

Somit lauten die Werte der Korrelationsfunktion:

o k=-3
1 3
rylyz(_?’) - 6 Zyl(l) yZ(Z +3)
i=1
=933



e k=0
15
Ty, (0) = 3 Zyl(i) (i)
i=1
= 30,67
e k=23
13
Ty (3) = ¢ > n(i+3) - 1,(i)
i—1
= 27,33

b) Die Werte der Kovarianzfunktion konnen aus den mittelwertfreien Signalen gewonnen wer-
den:

Cyy, (k) = E{(y1(n + k) =E{y1}) - (42(n) = E{y2})} -

Somit lauten die Werte der Kovarianzfunktion:

Cypy,(—3) = 2,722
Cy,y, (0) = —1,444
C, .y, (3) = 1,833.

Die grofite Abhdngigkeit ergibt sich fiir k = —3. Durch die Berticksichtigung der Zeitmittel-
werte der Signale entféllt die Gewichtung durch das Dreieckfenster (Faltung zweier Rechtech-
funktionen), welche bei der Korrelation noch enthalten ist.

Aufgabe 3: Korrelation und Kovarianz zweidimensionaler Signale

Es soll die 2D-Position eines Objektes geschitzt werden. Dazu wird zu drei unterschiedlichen Zeit-
punkten (tg, t1,t,) mit Hilfe von vier Sensoren jeweils eine Messung durchgefiihrt:

0= (). = (3): w0 (3. n0=(3)
= (). = () 00=(3). nr=()
x(ty) = G) Xy (tp) = <4?5), 7(f2) = <1?5>' S CD

Die Messungen konnen als Realisierungen eines Zufallsvektors X aufgefasst werden.

a) Schitzen Sie die Autokorrelationsmatrizen R, (t) zu den Zeitpunkten t,t;,t, aus den Beob-
achtungen x;(t), i =1,2,3,4.

b) Schitzen Sie die Autokovarianzmatrizen C,,(t) aus den vier Beobachtungen fiir jeden Zeit-
punkt. Was bedeuten diese Werte anschaulich?



Losung

a) Esliegen M = 4 Beobachtungen pro Zeitpunkt vor. Die Autokorrelationsmatrix ergibt sich zu
einem beliebigen Zeitpunkt t aus

Rualt) = 1 B{X()X" (1)},

mit
X(t) = [x1(t) x(t) x5(t) x(t)].

Die Schiatzungen der Autokorrelationen zu verschiedenen Zeitpunkten lauten somit:
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b) Die Schiatzungen der Autokovarianzmatrizen kénnen aus den berechneten Autokorrelations-
matrizen bestimmt werden:

p A T
Cox(t) = Ry (£) — o (8) pi (1) -
Somit miissen zundchst die Mittelwerte der stochastischen Prozesse geschitzt werden. Mit

1 M
et = 2231
i=1

folgt

3
2

3)
2,25
, )
Somit lauten die Autokovarianzmatrizen:
R 2 1
Cxx(tO) - (1 1,625)

R 2 1
Cxx(tl) (1 1 625)
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Curlf2) = ( 0,75 1625>‘
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Die Eintrage der Autokovarianzmatrizen liefern eine Aussage iiber die Streuung der gemesse-
nen Positionen der unterschiedlichen Sensoren zu dem jeweiligen betrachteten Zeitpunkt. Die
Eintrdge entlang der Hauptdiagonalen beinhalten hierbei die Streuung der Messwerte entlang
einer der beiden Dimensionen (x-, bzw. y-Richtung). Die Nebendiagonale liefert eine Aussage
tiber die Streuung der Werte entlang beider Dimensionen.

Es ist zu Erkennen, dass die Streuungen der gemessene Positionen fiir den Zeitpunkten t, und
t; gleich grofs sind. Zum Zeitpunkt t, gibt es entlang der x-Richtung eine geringere Streuung
der Messwerte im Vergleich zu den anderen Zeitpunkten, was auf eine genauere Messung
dieser Position schliefien lasst.
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